
Ïëàíàðíûå ãðàôû

Ïóñòü êàæäîé âåðøèíå vi íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G ñîïîñòàâëåíà

íåêîòîðàÿ òî÷êà ai (ðàçëè÷íûì âåðøèíàì � ðàçëè÷íûå òî÷êè), à êàæäî-

ìó ðåáðó (vi, vj) ñîïîñòàâëåíà íåêîòîðàÿ êðèâàÿ lij , ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè ai
è aj è íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äðóãèå òî÷êè ak. Åñëè âñå êðèâûå, ñîïîñòàâëåí-

íûå ðåáðàì, íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, êðîìå êîíöåâûõ, òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà

ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ãðàôà G.
Ãðàô íàçûâàåòñÿ ïëàíàðíûì, åñëè ñóùåñòâóåò åãî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëè-

çàöèÿ íà ïëîñêîñòè. Îáëàñòè, íà êîòîðûå ð¼áðà ïëàíàðíîãî ãðàôà ðàçáèâàåò

ïëîñêîñòü, íàçûâàþòñÿ åãî ãðàíÿìè.

Äàëåå ïîä ãðàôîì âñåãäà ïîíèìàåòñÿ ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô,

à ïåðåìåííûìè v, e, è f îáîçíà÷åíû êîëè÷åñòâà åãî âåðøèí, ð¼áåð è ãðàíåé.

1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàôà ñóùåñòâóåò åãî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëè-

çàöèÿ â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò

åãî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ íà ñôåðå.

3. Ôîðìóëà Ýéëåðà. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî v − e+ f = 2.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè v ⩾ 3 âåðíî íåðàâåíñòâî 3
2f ⩽ e ⩽ 3v − 6.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàô K5 (ïîëíûé ãðàô ñ ïÿòüþ âåðøèíàìè) íåïëàíàðíûé.

6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè v ⩾ 3 è â ãðàôå îòñóòñòâóþò öèêëû äëèíû 3, òî
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî e ⩽ 2v − 4.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàô K3,3 (ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô, ñ òðåìÿ âåðøèíàìè

â êàæäîé äîëå) íå ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãðàôû K3,3 è K5 ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè ïðåäñòàâèòå-

ëÿìè íåïëàíàðíûõ ãðàôîâ. Äâà ãðàôà G1 = (V1, E1) è G2 = (V2, E2) íà-

çûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ φ : V1 → V2 òàêàÿ, ÷òî

(u, v) ∈ E1 ⇐⇒ (φ(u), φ(v)) ∈ E2. Ïîäðàçäåëåíèåì ðåáðà (a, b) íàçûâàåòñÿ
îïåðàöèÿ, ñîñòîÿùàÿ â ñëåäóþùèõ äåéñòâèÿõ: 1) óäàëåíèå (a, b), 2) äîáàâëå-
íèå íîâîé âåðøèíû c, 3) äîáàâëåíèå ðåáåð (a, c) è (c, b). Ãðàô H íàçûâàåòñÿ

ïîäðàçäåëåíèåì ãðàôà G, åñëè H ìîæíî ïîëó÷èòü èç G ïóòåì êîíå÷íîãî ÷èñ-

ëà ïîäðàçäåëåíèé ð¼áåð. Äâà ãðàôà íàçûâàþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè, åñëè ñó-

ùåñòâóþò èõ ïîäðàçäåëåíèÿ, êîòîðûå èçîìîðôíû. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà, êîòîðóþ ìû ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà Ïîíòðÿãèíà�Êóðàòîâñêîãî. Ãðàô ïëàíàðíûé, åñëè è òîëüêî

åñëè îí íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ïîäãðàôà, ãîìåîìîðôíîãî K5 èëè K3,3.
Íàïîìíèì, ÷òî âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè

âñå åãî ãðàíè � ðàâíûå ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè è â êàæäîé åãî âåðøèíå

ñõîäèòñÿ îäèíàêîâîå ÷èñëî ð¼áåð.

8. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïðàâèëüíûé ìíîãîãðàííèê A. Ïóñòü n � ÷èñëî

âåðøèí â íåì, m � ÷èñëî ð¼áåð, f � ÷èñëî ãðàíåé, k � ÷èñëî ñòîðîí ãðàíè,
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ℓ � ÷èñëî ãðàíåé îêîëî âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà. Äîêàæèòå ðàâåíñòâà:

ℓn = 2m, kf = 2m è
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9. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî 5 âèäîâ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ:

n m f k ℓ

òåòðàýäð 4 6 4 3 3

îêòàýäð 6 12 8 3 4

êóá 8 12 6 4 3

èêîñàýäð 12 30 20 3 5

äîäåêàýäð 20 30 12 5 3

10. Äîêàæèòå, ÷òî â ïëîñêîì ãðàôå åñòü âåðøèíà, ñî ñòåïåíüþ íå áîëüøå 5.

11. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî êëåòîê äîñêè 9 × 9 ìîæíî ðàçðåçàòü ïî îáåèì

äèàãîíàëÿì, ÷òîáû ïðè ýòîì äîñêà íå ðàñïàëàñü íà íåñêîëüêî ÷àñòåé?

12. Êàæäîå ðåáðî ïîëíîãî ãðàôà ñ 11 âåðøèíàìè ïîêðàøåíî â îäèí èç äâóõ

öâåòîâ: êðàñíûé èëè ñèíèé. Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî ¾êðàñíûé¿, ëèáî ¾ñèíèé¿

ãðàô íå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì.

13. Ñåìèóãîëüíèê ðàçáèò íà âûïóêëûå ïÿòè- è øåñòèóãîëüíèêè, ïðè÷¼ì òàê,

÷òî êàæäàÿ åãî âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ïî êðàéíåé ìåðå äâóõ ìíî-

ãîóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ïÿòèóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ

íå ìåíüøå 13.

14. Íàçîâåì ðàññòîÿíèåì ìåæäó òðåóãîëüíèêàìè A1A2A3 è B1B2B3 íàè-

ìåíüøåå èç ðàññòîÿíèé AiBj . Ìîæíî ëè òàê ðàñïîëîæèòü íà ïëîñêîñòè

ïÿòü òðåóãîëüíèêîâ, ÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç íèõ ðàâ-

íÿëîñü ñóììå ðàäèóñîâ èõ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé?

15. Ìîæíî ëè íàðèñîâàòü K3,3 áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íà îáûêíîâåííîé ÷àøêå

ñ ðó÷êîé?


